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ΘΕΜΑ Α 

Α1. Θεωρία , ςελίδα 194 ςχολικοφ. 

Α2. Θεωρία , ςελίδα 188ςχολικοφ βιβλίου. 

Α3.  Θεωρία , ςελίδα 259 ςχολικοφ βιβλίου. 

Α4. α) Λ , β) Σ , γ) Λ , δ) Σ , ε) Σ 

ΘΕΜΑ Β  

Β1. Ζςτω z = x + yi , x, y ∈ R . Τότε από τθ δοςμζνθ ςχζςθ προκφπτει : 

   x − 4 + yi = 2  x − 1 + yi ⟺  x − 4 2 + y2 = 4  x − 1 2 + y2 ⟺ 

⟺ x2 − 8x + 16 + y2 = 4 x2 − 2x + 1 + y2 ⟺ 3x2 + y2 = 12 ⟺ x2 + y2 = 22 . 

Δθλαδι προκφπτει κφκλοσ με κζντρο τθν αρχι των αξόνων και ακτίνα ρ = 2 . 

Β2.  α) Ο w είναι πραγματικόσ , αν και μόνο αν , είναι w = w. 

Όμωσ  

w = w ⟺
2z1 

z2 
+

2z2 

z1 
=  

2z1

z2
+

2z2

z1
⟺

 z1 
2 + z2 

2 

z1 ∙ z2 
=

 z1
2 + z2

2 

z1 ∙ z2
⟺ 

⟺ z1 
2 ∙  z1 ∙ z2 + z2 

2 ∙  z1 ∙ z2 = z1
2 ∙ z1 ∙ z2 + z2

2 ∙ z1 ∙ z2 ⟺ 

⟺  z1z1  z1 ∙ z2 +  z2z2  z1 ∙ z2 =  z1z1  z1 ∙ z2 +  z2z2  z2 ∙ z1 ⟺ 

⟺  z1 2 ∙ z1 ∙ z2 +  z2 2 ∙ z1 ∙ z2 =  z1 2 ∙  z1 ∙ z2 +  z2 2 ∙ z2 ∙ z1 ⟺ 

⟺ 4z 1 ∙ z2 + 4z1z2 = 4z1z2 + 4z2z 1 ⟺ 0 = 0 , αλθκζσ . 

 

 

 



 

β) Αρκεί να δείξουμε ότι  w ≤ 4. 

Πράγματι :  

 w ≤ 4 ⟺  
2z1

z2
+

2z2

z1
 ≤ 4 ⟺  

z1
2 + z2

2

z1 ∙ z2
 ≤ 2 ⟺  z1

2 + z2
2 ≤ 2 z1  z2 ⟺ 

⟺  z1
2 + z2
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Η τελευταία ιςχφει διότι :  

 z1
2 + z2

2 ≤  z1
2 +  z2

2 ⟺  z1
2 + z2

2 ≤  z1 2 +  z2 2 ⟺  z1
2 + z2

2 ≤ 22 + 22 ⟺

⟺  z1
2 + z2

2 ≤ 8 

Β3. Αν w = −4 είναι 
2z1

z2
+

2z2

z1
= −4 ⟺

z1

z2
+

z2

z1
= −2 ⟺ z1

2 + z2
2 = −2z1 ∙ z2 ⟺

⟺  z1 + z2 2 = 0 . 

Από τθ ςχζςθ  z1 + z2 2 = 0 προκφπτει z1 + z2 = 0 ⟺ z1 = −z2 

 z3 − z1 =  2iz1 − z1 =  z1 ∙  2i − 1 = 2 ∙  −1 + 2i = 2 5. 

 z3 − z2 =  2iz1 + z1 =  z1 ∙  2i + 1 = 2 5 

Προκφπτει  z3 − z1 =  z3 − z2 ⟺  ΑΓ =  ΒΓ . 

Άρα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ιςοςκελζσ. 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Είναι f ′ x =
ex  x2+1 −ex 2x

 x2+1 2 =
ex  x−1 2

 x2+1 2 , x ∈ R.  

f ′ x = 0 ⟺  x − 1 2 = 0 ⟺ x = 1 

f ′ x > 0 ⟺ 𝑥 ≠ 1 

 

Προκφπτει ο επόμενοσ πίνακασ μεταβολών για τθν f. 

x −∞                                               1                                              +∞ 

f ′ (x)                       +                              0                                                             + 

f(x) ↗ * 

*γνθςίωσ αφξουςα  

Άρα θ f είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο  R .  

Αφοφ θ f είναι ςυνεχισ και γνθςίωσ αφξουςα , το ςφνολο τιμών κα είναι το διάςτθμα 

(limx⟶−∞ f x , limx⟶+∞ f x )  . 

 



 

 lim
x→−∞

f x = lim
x⟶−∞

ex

x2 + 1
=  lim

x⟶−∞
 ex ∙

1

x2 + 1
 = 0 ∙ 0 = 0  

lim
x→+∞

f x = lim
x⟶+∞

ex

x2 + 1
=

∞

∞
D. L. H

  

   

 lim
x⟶∞

(ex)′

(x2 + 1)′
= lim

x⟶∞

ex

2x
=

∞

∞
D. L. H

   lim
x⟶∞

 
ex

2
 = +∞ 

Άρα το ςφνολο τιμών τθσ f είναι το (0, +∞) 

Γ2. Η δοςμζνθ εξίςωςθ γράφεται :  

f e3−x ∙  x2 + 1  = f(2) . Όμωσ θ f ωσ γνθςίωσ αφξουςα είναι και 1-1 . Άρα ιςοδφναμα 

γράφεται: e3−x ∙  x2 + 1 = 2 ⟺
e3

2
=

ex

x2+1
⟺ f x =

e3

2
. 

Όμωσ θ τιμι 
e3

2
 ανικει ςτο ςφνολο τιμών τθσ f , θ οποία είναι και γνθςίωσ αφξουςα , άρα 

υπάρχει μοναδικό x0ϵ R  ώςτε f(x0) = 
e3

2
 .  

Δθλαδι θ δοςμζνθ εξίςωςθ ζχει ακριβώσ μια ρίηα. 

 

Γ3. Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ : 

h x =  f t dt , x ∈  0, +∞ ,
x

1
 με h′ x = f x . 

Η ςχζςθ  f t dt
4x

2x
< 2𝑥𝑓 4x ,   με x > 0 , γράφεται  

 f t dt
1

2x

+  f t dt
1

4x

< 2𝑥𝑓 4x ⟺  f t dt
4x

1

−  f t dt < 2𝑥𝑓(4𝑥) ⟺
2x

1

 

⟺
h 4x −h(2x)

4x−2x
 <f 4x .    (1) 

Όμωσ για τθν h ιςχφει το Θ.Μ.Τ. ςτο  2x, 4x  οπότε υπάρχει ξ ∈ (2x, 4x) ώςτε! 

h 4x − h(2x)

4x − 2x
= h′ ξ ⟺

h 4x − h 2x 

4x − 2x
= f ξ  . 

 

Ζτςι αρκεί να δειχκεί ότι f ξ < f(4x) με2x < 𝜉 < 4x , που όμωσ ιςχφει διότι θ f είναι 

γνθςίωσ αφξουςα. 

Γ4.  Η g είναι ςυνεχισ ςτο x0 = 0 διότι , για x > 0 είναι g x =
 f t dt  +  f t dt

4x

1

1

2x

x
=

− f t dt  +  f t dt
4x

1

2x

1

x
=

h 4x − h(2x)

x
  

 



 

Άρα limx⟶0 g x = lim
x⟶0

  
h 4x −h 2x 

x
 = lim

x⟶0
  

4h ′  x −2h ′ (x)

(x)′
=  

= lim
x⟶0

(4 f 4x − 2f 2x  = 4f 0 − 2f 0 = 4 − 2 = 2 . 

Άρα θ g είναι ςυνεχισ ςτο 0.  

Για κάκε x ϵ (0, +∞) είναι : 

g′ x =  
h 4x − h 2x 

x
 

′

=  
h 4x 

x
 

′

−  
h 2x 

x
 

′

= 

=
 h 4x  

′
x − h 4x x′

x2
−

 h 2x  
′
x − h 2x x′

x2
=

4f 4x x − h 4x − 2f 2x x + h 2x 

x2
=

=
 2xf 4x − 2xf 2x  + 2xf 4x −  h 4x − h 2x  

x2
= 

= 2 ∙
f 4x − f(2x)

x
+

2xf 4x −  f t dt
4x

2x

x2
 . 

Όμωσ 4x > 2𝑥 και f γνθςίωσ αφξουςα , άρα f 4x > f 2x ⟺ f 4x − f 2x > 0 και λόγω 

του Γ3 είναι 2xf 4x −  f t dt
4x

2x
> 0 . 

Άρα θ g′ x > 0 για κάκε x ϵ (0, +∞) , οπότε (λόγω και τθσ ςυνζχειασ ςτο 0) θ g είναι 

γνθςίωσ αφξουςα ςτο  0, +∞ . 

ΘΕΜΑ Δ   

Δ1. Η f είναι παραγωγίςιμθ ςτο R ⟹ f ςυνεχισ ςτο R 

f ′ x ∙ ef x + f ′ x ∙ e−f x = 2 

f ′ x ∙ ef x − (e−f x )′ = (2x)′  

ef x − e−f x = 2x + c 

Για x = 0 : 

e0 − e0 = c 

ef x − e−f x = 2x  

ef x −
1

ef x 
= 2x ⟺ e2f x − 1 = ef x ∙ 2x 

 ef x  
2

− 2xef x + x2 = 1 + x2 

 ef x − x 
2

= 1 + x2 

Ζςτω g x = ef x − x , ςυνεχισ . 



 

Αφοφ  g x ≠ 0 και g ςυνεχισ θ g διατθρεί πρόςθμο. g 0 = 1 + 0 = 1 > 0 και g x > 0 

 ef x − x =  1 + x2  ⟺ ef x − x =  1 + x2 ⟺ ef x =  1 + x2 + x ⟺ f x 

= ln( 1 + x2 + x) 

Δ2.    α) f ′′  x = −
x

(x2+1)
3
2

  . f ′′  x = 0 ⇔ x = 0 άρα παρουςιάηει x = 0, το ςθμείο καμπισ 

ςτο f 0 = 0  

f ′′ (x) > 0 ⇔ x < 0 ,  f ′′ (x) > 0 ⇔ x > 0 . Άρα f κυρτι ςτο (−∞, 0] και κοίλθ ςτο [0, +∞). 

Εξίςωςθ εφαπτομζνθσ y = f 0 = f ′ 0  x − 0 ⇒ y = x. 

          β)   f x = ln x +  x2 + 1  , y = x 

Αφοφ f κοίλθ ςτο [0, +∞) τότε θ εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ είναι πάνω από τθ Cf. 

Άρα   y − f x  dx =   x − ln(x +  x2 + 1 )  
1

0

1

0
dx= 

x2

2
 

0

1

−  x ln x +  x2 + 1   
0

1 
+

 x ∙ f ′ x dx =
1

2
−  1ln 1 +  2   

1

0
+  x

1

 x2+1
dx =

1

2
−  ln 1 +  2  +   x2 + 1  

0

1
=

1

2
−

1

0

 ln 1 +  2  +   2 − 1 =  2 −
1

2
− ln 1 +  2 . 

 

Δ3.    
 f 2 t dt

x

0

h x = e
h 0 = 1

 h′ 0 = limx→0+
h x −h 0 

x−0
 

 limx→0+  e f2 t dt
x

0 − 1 ∙ ln f(x) = limx→0+
e f2 t dt

x
0 −1

x
∙ x ∙ ln f(x)  

 limx→0+  e f2 t dt
x

0 − 1 = h′ 0 = 0     (1) 

h′ x = e f2 t dt
x

0 ∙ f 2(x) 

h′ 0 = 1 ∙ f 2 0 = 0. 

 lim
x→0+

 xln f(x) = limx→0+ xln f(x) = lim
x→0+

ln  f(x) 
1

x

  =  
∞

∞
𝐷𝐿𝐻 = 

= lim
x→0+

1

f x 
f′ (x)

−
1

x2

= lim
x→0+

−
x2

f(x)
∙ f′(x)    (2) 

 limx→0+ −
x2

f(x)
= lim

x→0+

−2x

f′ (x)
=

0

1
= 0     (3) 

Άρα από (1) , (2) , (3) :0 ∙ 0 ∙ 1 = 0. 

Δ4.    Κ x =  x − 2 [1 − 3   t2 dt] +  x − 3 [8 − 3  f 2 t dt]
x

0

x−2

0
    K ςυνεχισ ςτο  2,3  



 

Κ 2 = −8 + 3  f 2 t dt = 3 ∙   f 2 t dt −
8

3

2

0
 

2

0
= 3   f 2 t dt −

2

0  t2dt
2

0
 = 

= 3    f 2 t dt − t2 dt
2

0
 < 0  γιατί f κοίλθ ςτο  0,2  επομζνωσ f t ≤ t ⇔ f 2 t ≤ t2 ⇔

⇔ f 2 t − t2 < 0 ⇒ 𝐾(2) < 0. 

K 3 = 1 − 3  f t2 dt = 3 ∙  
1

3
−  f t2 

1

0
dt = 3   t2dt −  f t2 dt

1

0

1

0
 

1

0
= 

= 3     t2 − f t2   
1

0
 dt >0.  γιατί f κοίλθ ςτο *0,1+ επομζνωσ  

για x = t2:

f(x) ≤ x

f(t2) ≤ t2

t2 − f t2 ≥ 0

    ⇒   t2 −  t2 dt > 0
1

0
 

Άρα Κ(2) ∙ Κ(3) < 0   

Από θ ∙ Bolzano ∃ 1 τουλάχιςτον x0 ∈  2,3 : κ x0 = 0. 
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