
 

 

ΓΙΑΓΩΝΙ΢ΜΑ ΠΡΟ΢ΟΜΟΙΩ΢Η΢ 

ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ ΚΑΣΔΤΘΤΝ΢Η΢ Γ’ ΛΤΚΔΙΟΤ 

 

ΔΝΓΔΙΚΣΙΚΔ΢ ΑΠΑΝΣΗ΢ΔΙ΢ 

ΘΔΜΑ Α 

Α1. Θεώπημα Fermat Σσολικό βιβλίο, ζελ 260 

Α2. Από Σσολικό βιβλίο, ζελ. 258-259 

Α3. Σ – Λ – Λ – Σ – Σ  

ΘΔΜΑ Β 

Β1:Έσοςμε, 𝛼 = lim𝜒→+∞[ln 𝑒𝑥 + 1 − ln 𝑒𝑥] = lim𝑥→+∞(ln
ex +1

ex ) = 0 

⟹ 𝑓 0 = 𝛽  (1).  lim𝑥⟶0 𝑓 𝑥 = lim𝑥⟶0
 𝑔 𝑡 𝑑𝑡
𝑥

0

𝑥2 ∙𝑒
=𝐷.𝐿.𝐻

0

0 lim𝑥⟶0
( 𝑔 𝑡 𝑑𝑡 )′

𝑥
0

(𝑥2 ∙𝑒)′
= 

lim𝑥⟶0
𝑔(𝑥)

2𝑥∙𝑒
 =𝐷.𝐿.𝐻

0

0 lim𝑥⟶0
𝑔′(𝑥)

(2𝑥∙𝑒)′
= lim𝑥⟶0

𝑔′(𝑥)

2𝑒
=

𝑔 ′(0)

2𝑒
= 0  (2). 

Από (1) και (2) ⟹ 𝑓 0 = 0 ⟹ 𝛽 = 0. 

 Η g ζςνεσήρ ζηο [0,+∞) , άπα η 𝑃 𝑥 =  𝑔 𝑡 𝑑𝑡
𝑥

0
 παπαγωγίζιμη και η 𝛷 𝑥 = 𝑥2𝑒 παπαγωγίζιμη ζηο[0,+∞) . 

 Η g’ είναι παπαγωγίζιμη [0,+∞) άπα η g’ είναι ζςνεσήρ ζηο [0,+∞) . 

Β2: Είναι:     𝑓 𝑥 =
1

𝑥2 ∙𝑒 
∙  𝑔 𝑡 𝑑𝑡

𝑥

0
  ζςνεσήρ ζηο [1,2]   

 𝑓 1 ∙ 𝑓 2 =  
1

𝑒
∙  𝑔 𝑡 𝑑𝑡

1

0
 ∙ (

1

4𝑒
∙  𝑔 𝑡 𝑑𝑡) =

2

0
 

1

4𝑒2
∙  𝑔 𝑡 𝑑𝑡

1

0

∙ [ 𝑔 𝑡 𝑑𝑡
1

0

+  𝑔 𝑡 𝑑𝑡] =
2

1

 

1

4𝑒2
∙ [  𝑔 𝑡 𝑑𝑡

1

0

 

2

+  𝑔 𝑡 𝑑𝑡
1

0

∙  𝑔 𝑡 𝑑𝑡] < 0
2

1

. 

Οπόηε από ηο θ. Bolzano ςπάπσει ένα ηοςλάσιζηον 𝑥0𝜖(1,2) ηέηοιο ώζηε 𝑓 𝑥0 = 0 

Β3: Έσοςμε: 

   lim𝑥⟶0

1

𝑥2𝑒
 𝑔 𝑡 𝑑𝑡
𝑥

0

𝑥
=

1

𝑒
lim𝑥⟶0

 𝑔 𝑡 𝑑𝑡
𝑥

0

𝑥3  =
1

𝑒
 lim𝑥⟶0

𝑔 𝑥 

3𝑥2  = 

1

𝑒
lim
𝑥⟶0

𝑔′(𝑥)

6𝑥
 =

1

𝑒
 lim
𝑥⟶0

𝑔′′(𝑥)

6
 =

1

𝑒
∙
𝑔′′(0)

6
 𝜖 𝑅. 

Άπα η 𝑓 είναι παπαγωγίζιμη ζηο 𝑥0 = 0 . 

 Επειδή η 𝑔 είναι ηπείρ θοπέρ παπαγωγίζιμη ζηο [0,+∞) , η 𝑔′′ είναι ζςνεσήρ ζηο [0,+∞). Άπα lim𝑥⟶0
𝑔 ′′ 𝑥 

6
 =

𝑔 ′′ 0  

6
∈ 𝑅. 

B4: Ιζσύει όηι :      𝑓 είναι ζςνεσήρ ζηο  0, 𝑥0  ⊆  [0, +∞) 

 𝑓 είναι παπαγωγίζιμη ζηο (0, 𝑥0) ⊆ [0, +∞)    

 𝑓 0 = 𝑓 𝑥0 = 0 

ηόηε από Θ. Rolle, ςπάπσει ένα ηοςλάσιζηον 𝑥1𝜖 0, 𝑥0 ⊆ (0, +∞) ηέηοιο ώζηε 𝑓′(𝑥1) = 0 . 

ΘΔΜΑ Γ 

Γ1:Πποθανή λύζη 𝑥= 1,διόηι 𝑓 ′ 1 = 0. Θα δείξοςμε οηι είναι μοναδική 

Έζηω όηι έσει και δεύηεπη λύζη 𝑥0 .Με εθαπμογή ηος Θ.Rolle ςπάπσει 

 𝜉 ∈  1, 𝑥0 ∶ 𝑓
′′(𝜉) = 0 ΑΤΟΠΟ. 



 Γ2: f′′ ζςνεσήρ και ≠ 0 οπόηε διαηηπεί ππόζημο ζηο 𝑅  

Αν 𝑓 ′′ 𝑥 > 0 ⇒ 𝑓 ′:γνηζίωρ αύξοςζα ... ΑΤΟΠΟ. 

𝜊𝜋ό𝜏𝜀 𝑓 ′′ 𝑥 < 0 ά𝜌𝛼 𝑓 ′ ∶ γνηζίωρ θθίνοςζα και  𝑓 ′(1) = 0  

𝑥 > 1 ⇒ 𝑓′ 𝑥 < 𝑓′ 1 ⇒ 𝑓′ 𝑥 < 0 

𝑥 −∞          1    

+∞                                      

𝑓 ′ 𝑥  + - 

𝑓 𝑥  ↗ ↘ 

                                              Ο.Μ 

Γ3: 𝑓 ′  2 + 𝑓 ′   𝑖𝑢 + 1   < 0 ⟺ 

𝑓 ′  2 + 𝑓 ′  𝑖𝑢 + 1    < 𝑓 ′  1 
𝑓 ′↓
 2 + 𝑓 ′   𝑖𝑢 + 1  > 1 ⟺ 

⟺ 𝑓 ′   𝑖𝑢 + 1  > 𝑓 ′ 2 
𝑓 ′↓
  𝑖𝑢 + 1 < 2 ⟺  𝑖𝑢 − 𝑖2 < 2 

 ⟺  𝑖  𝑢 − 𝑖 < 2 ⟺  𝑢 − 𝑖 < 2 

  Απα (γ.η) εζωηεπικά ζημεία κύκλος με κένηπο K 0,1  𝜅𝛼𝜄  𝜌 = 2    

Γ4: Από  𝑧 − 𝑧1 = 𝑓 1 , έσοςμε όηι ο γ.η. ηων 𝑧 είναικύκλορ με     κένηπο 𝛫1 𝑧1  και 𝑅1 = 𝑓(1). 

Από  𝑤 − 𝑧2 = 𝑓 2 , έσοςμε όηι ο γ.η. ηων 𝑤 είναι κύκλορ με κένηπο 𝛫2 𝑧2  και 𝑅2 = 𝑓2). 

Έσοςμε 𝜉1 < 𝜉2 και 𝑓 ′ γνηζίωρ θθίνοςζα άπα  

𝑓′(𝜉1) > 𝑓 ′ 𝜉2 ⟺
𝑓  

3
2 − 𝑓 1 

1
2

>
𝑓 2 − 𝑓  

3
2 

1
2

⟺ 

⟺ 2𝑓  
3

2
 > 𝑓 2 + 𝑓 1 ⟺ 

 𝑧1 − 𝑧2 >  𝑧 − 𝑧1 +  𝑤 − 𝑧2       (1) 

Το  𝑧1 − 𝑧2  είναι η απόζηαζη ηων κένηπων ηων κύκλων 𝐶1, 𝐶2, οπόηε από ηην (1) ζςνεπάγεηαι ο έναρ εξωηεπικόρ ηος άλλος. Άπα: 

 𝑧 − 𝑤 𝑚𝑎𝑥 = 𝑅1 + (𝑘1𝑘2)+𝑅2 = 𝑓 1 + 𝑓 2 + 2𝑓(
3

2
)  

 𝑧 − 𝑤 𝑚𝑖𝑛 =  𝑘1𝑘2 −  𝑅1+𝑅2 = 

= 2𝑓  
3

2
 −  𝑓 1 + 𝑓 2   

ΘΔΜΑ Γ 

Γ1:𝑓  ζςνεσήρ οπόηε 𝐹 𝑥 =  𝑓 𝑡 𝑑𝑡
𝑥

0
 παπαγωγίζιμη    

    𝐹′ 𝑥 = 𝑓(𝑥) θθίνοςζα, άπα η 𝐹 κοίλη. 

𝑔 ζςνεσήρ οπόηε 𝐺 𝑥 =  𝑔 𝑡 𝑑𝑡
𝑥

0
 παπαγωγίζιμη 

𝐺 ′ 𝑥 = 𝑔(𝑥) αύξοςζα, άπα η 𝐺 κςπηή. 

Γ2: Θ. Rolle γα ηην 𝐻 𝑥 = 𝐹 𝑥 − 𝐺(𝑥) 

𝐻 παπαγωγίζιμη και ζςνεσήρ ζηο [0, 𝛼] 

με 𝐻′ 𝑥 = 𝐹΄ 𝑥 − 𝐺 ′(𝑥) = 𝑓 𝑥 − 𝑔(𝑥) 

𝐻 0 = 𝐻 𝑎 = 0 

Οπόηε ςπάπσει 𝜉 𝜖 (0, 𝛼) : 𝐻′(𝜉) = 0 ⟺ 𝑓 𝜉 = 𝑔( 𝜉) 

Γ3: h′ x =
F ′ x ∙x−F x ∙ x ′

x2 =
𝑓 𝑥 ∙𝑥−𝐹(𝑥)

x2     

Βπίζκω ππόζημο: 𝑓 𝑥 ∙ 𝑥 − 𝐹 𝑥 = 𝑥 ∙ ( 𝑓 𝑥 −
𝐹 𝑥 

𝑥
 ) 

Για 𝑥 > 0 ∶ 𝛩.𝛭. 𝛵. για ηην 𝐹 ζηο  0, 𝑥   



 

𝜉 𝜖  0, 𝑥 : 𝐹′ 𝜉 = 𝑓 𝜉 =
𝐹 𝑥 −𝐹(0)

𝑥−0
=

𝐹(𝑥)

𝑥
  

Άπα : 𝑓 𝑥 ∙ 𝑥 − 𝐹 𝑥 = 𝑥 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝜉   

𝑓 γνηζίωρ θθίνοςζα για 𝑥 > 𝜉 έσω :  

𝑓 𝑥 < 𝑓 𝜉 ⟺ 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝜉 < 0 

Άπα 𝑕′ 𝑥 < 0 οπόηε 𝑕 γνηζίωρ θθίνοςζα ζηο   0, +∞  

Όμοια για 𝑥 < 0 , 𝑕′ 𝑥 < 0 οπόηε 𝑕 γνηζίωρ θθίνοςζα ζηο  −∞, 0  . 

Γ4 : Η ζςνάπηηζη 𝑕 𝑥 =
𝐹(𝑥)

𝑥
=

 𝑓 𝑡 𝑑𝑡
𝑥

0

𝑥
 είναι γνηζίωρ θθίνοςζα ζηο  0, 𝛼 . 

Άπα για 0 < 𝑥 < 𝛼, ιζσύει: 𝑕 𝑥 > 𝑕 𝛼 ⟺
𝐹(𝑥)

𝑥
>

𝐹(𝛼)

𝛼
 (2) 

Για ηη ζςνάπηηζη 𝜑 𝑥 =
𝐺(𝑥)

𝑥
 έσοςμε : 

𝜑′ 𝑥 =
𝑔 𝑥 ∙𝑥−𝐺(𝑥)

𝑥2     (3) 

Έσω : για 𝑥 > 0 , 𝑔 𝑥 ∙ 𝑥 − 𝐺 𝑥 = 𝑥 ∙ ( 𝑔 𝑥 −
𝐺 𝑥 

𝑥
 ) 𝛩.𝛭. 𝛵…𝜊𝜋ό𝜏𝜀 𝑥 𝑔 𝑥 − 𝑔 𝜉  > 0 

Για 𝑥 > 𝜉 , 𝑔 γνηζίωρ αύξοςζα , 𝑔 𝑥 > 𝑔(𝜉) 

Άπα από ηην (3) 𝜑′ 𝑥 > 0 όποηε 𝜑 γνηζίωρ αύξοςζα Όποηε για 0< 𝑦 < 𝛼 ιζσύει 𝜑 𝑦 < 𝜑 𝛼 ⟺
𝐺 𝑦 

𝑦
<

𝐺 𝑎 

𝑎
 όμωρ 𝐺 𝛼 = 𝐹 𝛼  άπα 

και 
𝐺 𝑦 

𝑦
<

𝐹 𝑎 

𝑎
   (4) 

Από (2),(4)  πποκύπηει 
𝐹 𝑥 

𝑥
>

𝐺 𝑦 

𝑦
  . 

Γ5 :  Έσοςμε 𝐺 ζςνεσήρ ζηο  [2012,2013] και παπαγωγίζιμη ζηο (2012,2013) .  

Από Θ.Μ.Τ. ςπάπσει 𝑥1𝜖 2012,2013 ∶ 

𝐺 ′ 𝑥1 =
𝐺 2013 − 𝐺 2012 

2013 − 2012
⟹ 

𝐺 ′ 𝑥1 =  𝑔(𝑡)𝑑𝑡
2013

0
−  𝑔 𝑡 𝑑𝑡

2012

0
   (1) . 

Ομοίωρ με Θ.Μ.Τ ζηο  2014,2015   𝜐𝜋ά𝜌𝜒𝜀𝜄 𝑥2𝜖 2014,2015 ∶ 

 𝐺 ′ 𝑥2 =
𝐺 2015 − 𝐺 2014 

2015 − 2014
⟹ 

⟹ 𝐺 ′ 𝑥2 =  𝑔(𝑡)𝑑𝑡
2015

0
−  𝑔 𝑡 𝑑𝑡

2014

0
  (2) . 

Ιζσύει 𝐺 κςπηή , άπα 𝐺 ′ γνηζίωρ αύξοςζα  (3)  

Από (1),(2),(3) έσοςμε για 𝑥1 < 𝑥2  ⟹ 

𝐺 ′ 𝑥1 < 𝐺′(𝑥2 )  ⟹  𝑔 𝑡 𝑑𝑡
2013

0
−  𝑔 𝑡 𝑑𝑡

2012

0
<  𝑔 𝑡 𝑑𝑡

2015

0
−  𝑔 𝑡 𝑑𝑡

2014

0
 𝜊𝜋ό𝜏𝜀:  

 𝑔(𝑡)𝑑𝑡
2013

0
+  𝑔 𝑡 𝑑𝑡

2014

0
<  𝑔(𝑡)𝑑𝑡

2015

0
+  𝑔 𝑡 𝑑𝑡

2012

0
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